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EL SOLIDO DE EINSTEIN

Consideremos que un material en estado solido, el cual presenta estructura cristalina, donde los n atomos
que lo componen realizan pequefas oscilaciones alrededor de posiciones relativas fijas. Aplicando la
teoria de pequenas oscilaciones, se demuestra que el hamiltoniano de estos osciladores tridimensionales
acoplados puede reescribirse, en términos de coordenadas o modos normales. Tenemos 3n modos
normales para n atomos, y estos llevan a un hamiltoniano correspondiente a 3n osciladores armodnicos
desacoplados (independientes y distinguibles). Cada uno de estos con frecuencia definida
correspondiente a oscilaciones colectivas del sistema. Los autovalores del hamiltoniano:

3n 1
E = Z n; + E hwi
i=1

Podemos decir “los modos normales de vibracion dan lugar a excitaciones colectivas cuantizadas y el
estado del sélido a nivel cuantico se asocia a un gas ideal de cuasiparticulas con energias cuantizadas, los
fonones. El modelo de Einstein propone que todos los osciladores tienen la misma frecuencia w:

3 3n
E= Enhw + Znihw
i=1

donde n; determina el numero de cuantos de cada oscilador y la sumatoria se extiende sobre los 3n
osciladores independientes o modos de vibracién colectivos.



EL SOLIDO DE EISNTEIN

Dado que los osciladores son independientes, escribimos la funcion de particion candnica de un oscilador:

1
> h“)(ni"'E) ( _ hw ) > _hwn;
Z2(T.V,1) = Z o kT = o 2hpT Z T
: : =0 =0 :
donde la sumatoria considera todos los posibles valores de energia del oscilador o cuantos.

hami hw

: — | -
La sumatoria: Y _ge kBT =} _ox™ = — dondex =e kBT esto nos lleva a:
__hw_ -1
e 2kpT 1 hw
Z(T,V,1) = T e 2senh KT ,
1 —e kgT eZkBT —e 2kgT 3n
hw

e 2kpT

para n atomos Z(T,V,n) =
1—e k8T

F(T,V,n) = —kgTInZ(T,V,n) = —kgT 3n (ln (e_%) —In (1 — e_’?TwT))

2kgT

hw
F(T,V,n) = —kgT 3n (— >

— In (1 — e_%)) = Enha) + 3nkgTIn (1 — e_’ZTwT)



3n

EL SOLIDO DE EISNTEIN 2 v = | £ 2kpT

op 3B +

2 1 —ehwp
U - 3nhw 3nhw B 3hw 3hw
=73 Tewp_1 ° YT ToRep_q

_ aln(Z(T, v, n)) _ 3, d (ln(e_hTwﬁ) — ln(l — e—hwﬁ)) N (ha) Aw e—flwﬁ>

Verifiquemos que se reproducen los resultados clasicos para temperaturas elevadas.
 SiT - oo implicaf — 0, desarrollo en serie de Taylor la exponencial: eh®h ~ 1 + fhw

I Bnh +3ha)n Bnh +3n
T2 T e T2 TR

3n

Asintdoticamente 3

> 3%lha), yU = 3’7” divergecon T

e SiT -0 implicaff - oc0: U = %nhw, la energia del estado fundamental



3nhw 3nhw 5
~— T 9 + ehwB _ 1 CALOR ESPECIFICO DEL SOLIDO DE EISNTEIN

10U]  3(hw)? efr® 1 (—1) = 3k (Bhe)? efhe
©TRAT| T T e 1y kprz D T e PR ema Ty

A bajas temperaturas, f§ = o, desprecio el 1 frente a la exponencial

¢, = 3kg(Bhw)?

ghhw 3kg(Bhw)? _
Co R TR

Para temperaturas altas (f — 0), al tomar el limite:

Lim 6, = Jim 3k (ho)? b O 3k (hay? i 200 B e
B—0 v B—0 B (e,Bfla) _ 1) B 250 Zhw(eﬁ’ﬁw — 1)eﬂha)
2+2 hw 1+8 hw .
%lm ¢, = 3kg(hw)? 11m ey eFho — 3k3% | = o = 3k (ley de Dulong y Petit)

EL modelo describe mejor los comportamientos asintéticos, pero a § — o el ¢, debe decrecer como T3, para que
surja esta dependencia se debe plantear el modelo de Debye que considera una distribucién de frecuencias.



SISTEMAS ABIERTOS: EL ENSAMBLE GRAN CANONICO

Los sistemas abiertos que intercambian calor y particulas son descriptos por el ensamble gran canonico.
En el cual los sistemas que lo componen pueden acceder a microestados con cualquier valor de energia 'y

numero de particulas.

Consideraremos un sistema total que incluye al sistemay el entorno (R reservorio de calor a temperatura
T y de materia a potencial quimico u). En estas condiciones el sistema total es un sistema aislado y
siguiendo un procedimiento similar al realizado en el ensamble candnico:

_Ej—ung

Qr(E — Eg,n—ny) ~ Qg(E,n)e ksT

i 1 I'l'
l Ng
Pg.pn, & Op(E —Ej,n—ng) x e kBT kT

El factor de proporcionalidad se determina de la normalizacion y lleva a la funcion de particién gran

canonica:
_Ei—ung
kgT

_Ei—png Ei—ung uns e
Zpln —CZZ kT =1 :;,ZGC(TVM)_ZE kT P, =
S ng ZGC




SISTEMAS ABIERTOS: EL ENSAMBLE GRAN CANONICO

Ej—png
_Ei—ung Uns e " kgT
Zoc(T,V, 1) = 2 Z U
Observar que: Ge
o0 4\
Zoo(T,V, 1) = Z (ekTT) Z-(T,V,ng)
ng=0

En el caso continuo, la funcidn de particion gran candnica, corresponde a integrar todo el espacio de fase
la densidad de probabilidad y sumar los posibles valores de n, se escribe:

_H(qy,py)—uns
e kgT

ZGC

PGc (qw Py, ns) —

> 1 _H(qy,py)—Hns
donde ZGC — Z T3S e kgT dBnSp dBnSq



RELACION CON LAS VARIABLES TERMODINAMICAS DEL ENSAMBLE GRAN CANONICO

Observar que E y ng no estan fijos pero si lo estan sus promedios:

_Ei—un
U= ZnSZiEie kpT
ZGC
_Ej—ung
(Tl ) _ ZnSZinse kpT
’ ZGC

E;—pnsg
~ kgT .
S(T,V,10) = —kp(InPyn,) = —kp <ln ( — >> = —kp (~EM —1n Z)

GC

U wny)
S(T,V,p) === TS

En adelante omitiremos el subindice s y usaremos la notacion (n;) = n.

+ kBanGC



RELACION CON LAS VARIABLES TERMODINAMICAS DEL ENSAMBLE GRAN CANONICO

El potencial gran candnico se define:

$gc =U—-TS—pun y dogc=—5dT —pdV —ndu

Usando S(T,V,u) = %— wns) 4 kglnZ;c

T
Pec = _kBTln(ZGC (Tr V! ,ll))
Usando Euler, U =TS — pV + un:
Pc = —pV=U—-TS— un
pV(T, V' I'l) — kBTln(ZGC (Tr V, /'l))
Diferenciando d(pV(T, v, u)) = d(—@¢cc) = SAT + pdV + ndy, obtenemos las variables
termodinamicas:

d(pV)

Z
S(T, V, I,l) — T — kBT oT + kB anGC
Vu
PRLLI =75y T Ty ALRE TS L TR Ty

Tu TV



EL GAS IDEAL MONOATOMICO EN EL ENSAMBLE GRAN CANONICO

co

I n
Zoo(T,V, 1) = Z(ekTT) Z-(T,V,n)

n=0
Para particulas no interactuantes indistinguibles:

w

1 2mmkgT\2
Zo(T,V,n) = EZC(T' Vv, D" con Z.(T,V,1)=V

h2

n
0 0 3
( L)“ 1 1| £ [2mmkgT\2
Zoc(T,V,u) = Z eksT EZC(T; vV, )" = Zm eksTV h2

n=0 n=0

1
Usando X, o— A" = el

FpT =T 2mtmk T%a

w

anGC = ekBlV h2



EL GAS IDEAL MONOATOMICO EN EL ENSAMBLE GRAN CANONICO

M (2mmkgT\2
anGC = ekBTV —_—

w

hZ

nZGC

ol
S(T,V, 1) = kgT

aT + kB In ZGC
3 3 3
ul  _H_  [(2mmkgT\2 3 _H_  (2mmkgT 2 K (2mmkgT \?2
S(Tr V, IJ-) — kB o kBTz ekBTV( h2 ) + EekBTV 12 + ekBTV T
3
S(T,V, 1) = kpesTV (Z"kaT)E (5 ! )
vy u — e"B -~ T -
5 h2 2 kgT
3 3
aanGC _H ZﬂkaT 2 aanGC ZﬂkaT 2 K
p(T, V) I'l) — kBT aV — kBTekBT (T) Tl(T, V, IJ.) — kBT au_ =V T ekBT

Estas expresiones son las ecuaciones de estado del gas ideal monoatdomico en funcién de T, V, y u, se pueden
combinar para obtener las ya conocidas, mostrando nuevamente la equivalencia de los ensambles. 1



PRESION DE VAPOR EN EQUILIBRIO CON UN SOLIDO

Para estudiar el equilibrio sdlido-vapor usaremos el modelo de sélido de Eisntein, supondremos que el
vapor esta compuesto de moléculas monoatdmicas y que se comporta como un gas ideal. Para cada una

de estas se necesita para evaporarlas una energia €.

3 3n
E= Enhw +Znihw + en
i=1

i12

La funcidn de particion candnica de las moléculas del solido con energia para evaporar es:
Z(T,V,n) = Z(T,V,1)3"

1\ € € hw
e _ha)(ni+§)+§ _hw+2§ o _hon; e_ZkBT N
Z(T, V, 1) = z e kBT = e ZkBT z e kBT — — e 3kBT
n;=0 n;=0 1 —e kgT

_&n

e kgT
Z(T,V,n) = =
2senh ( hw )
o 2kpT




PRESION DE VAPOR EN EQUILIBRIO CON UN SOLIDO

e_kBT

fl 3n
w
(25871]1 (W))

Dado que el sélido y el vapor intercambian moléculas debemos usar el ensamble Gran canonico

Z(T,V,n) =

(0] (00}

o Bns(u+e) pBu+e) s
ZGCS — z 3n, z 3
Phw fhw

ns=0<256nh( ! )) = (25enh( 2 ))

1 eﬁ(ﬂ'l'g)
Zec = Bur 1T 3
_ Phw
Bh 3 <ZSenh <—2 ))
ad 1 <ZSenh (Ta)>>
> e
1—x

i13



nS(Tl v, H) = kBT

Sing>>1 eflute) = T

En equilibrio ug = u

ng
vV

(

2 (2senh (£2)) = (25enh (£22))
3
2

5 3
ng = V( nm) ePhg o oPHg =

2mm
Bh?

Bh?
3

) *ebe = (25enn (£22))

PV — _kBT —

|4

ng
IV

eBu+e)
oln[ 1 — 3
(Zsenh (@))
aanGC _ KT _ e'B(H-i_S)
on B du B



ISOTERMAS DE ADSORCION

Definimos adsorcion, como el fendmeno en el cual moléculas de
un gas se ligan a la superficie del solido, siendo diferente de
absorcion, en la cual el gas penetra el volumen del sélido.

ADSORPTION ABSORPTION En la adsorcidn el gas queda ligado a sitios fijos de la superficie y
puede ocurrir el proceso inverso o desorcion.

En equilibrio termodinamico, ambos procesos ocurren con igual
velocidad de modo que la concentracion del gas en la superficie
del sélido permanece constante.

del material.

moléculas.

Para hallar la isoterma de adsorcion debemos hallar Z; del gas

adsorbido.

El resultado final es la formacidn de una pelicula en la superficie

Consideremos M sitios de adsorcion; en cada uno se puede
absorber solo una de las n moléculas, la cual adquiere una
energia —E. Consideraremos ademas que las moléculas
adsorbidas no interactuan entre si, y el gas se comporta como
ideal por lo que lo podemos pensar como un reservorio de



ADSORCION ) .

un
ZGC(T’ V, ‘Ll) = z ekBTZC(T, V, n),

n=0

donde no incluimos la correccion de Gibbs porque las particulas se distinguen por el sitio
donde fueron absorbidas.

Si tengo n particulas, tendré formas de distribuirlas en M sitios de adsorcion, y todos

n!(M—-n)!
estos microestados tienen la misma energia E = —nEj:

| nEy n(utk) M|

— T — T
ZC(T,V,n)—n! (M_n)'e B :ZGC(T;V;M)_ZOe B n'(M—n)'
n=
M n M! — M
Usando que Y- X = (1 + x)™ obtenemos
(14 5#)
Zge(T,V,u) = \1 + e ksT



ADSORCION

( H+Eo
Zge(T,V,u) =\1+ e ksT

.

(14 57)"
(T.V 1) = k T@anGC . T@ln 1+ e k8T
M-1
MkgT HtEg HtEo 1
T’ V’ — 1 + kgT kT
n(T,V,p) ( ,u+E0)M ( e ) e T
1+ e *sT
U+Ep
e kgT
n(T,V,h) = g,
1+ e *8T
La fraccion de sitios ocupados, isoterma de adsorcion: JAE
0
n(T,V, ) e kT
= = Wt E,



ADSORCION v o ]8
f = =

H+Eo
1+ e *BT
_3
En equilibro y considerando a un gas como un gas ideal p = p4 ePtg = n7g (Zn:;) 2, reemplazando:
) _3
ng ( nm) 2 BE n
vignz) ¢ v PB P
= 3 3 N 3 N 3 -
n n _2
. e . T e
3
SN e
szo—P con Py = 5
f2
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